
Мeтод на крайните елементи. 
Основни понятия, дефиниции, 

реализация, приложение
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[image: image1.wmf]



I. Исторически бележки

II. Основни уравнения

III. Основни етапи на реализация

IV. МКЕ в геотехниката и хидротехниката

Мeтод на крайните елементи



I. ÈÑÒÎÐÈЧÅÑÊÈ ÁÅËÅÆÊÈ                        (1-2) 

1906 ã.  Пðåäëàãà се ðåøåòúчíà àíàëîãèÿ çà ìîäåëèðàíåòî íà
íåïðåêúñíàòè ñðåäè ñúñ ñèñòåìà îò åëàñòèчíè ïðúòè;

1935 ã. HARDY CROSS ïðåäëàãà äåôîðìàöèîííî-èòåðàòèâåí
ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ñòàòèчески íåîïðåäåëèìè ãðåäè;

1941 ã. CURANT ïðåäëàãà ðàçäåëÿíåòî íà ñåчåíèÿòà íà óñóêàí
ïðúò íà òðèúãúëíè области, òîâà ïî ñúùество å ÌÊÅ;

1953 ã. ТURNER îò êîìïàíèÿ Áîèíã ïðåäëàãà òðèúãúëåí ðàâíèíåí
êðàåí åëåìåíò çà ìîäåëèðàíå íà îáøèâêàòà íà äåëòà-
êðèëî;

Мeтод на крайните елементи



I. ÈÑÒÎÐÈЧÅÑÊÈ ÁÅËÅÆÊÈ (2-2)

1960 ã.  CLOUGH ïðåäëàãà íàçâàíèåòî Ìåòîä íà êðàéíèòå
åëåìåíòè; 

1961 ã.  Пóáëèêóâàíè са 10 íàучíè ñòàòèè çà ÌÊÅ;

1967 г. ZIENKIEWICZ И CHUNG, публикувана е първата книга за
МКЕ;

1971 ã.  Пóáëèêóâàíè са 844 ñòàòèè çà ÌÊÅ;

1976 ã.  Пóáëèêóâàíè са íàä 7000 ñòàòèè çà ÌÊÅ;

2000 г. – до днес ???

Днес: ANSYS, NASTRAN, ABAQUS, SAP, ADINA, ALGOR, 
COSMOS, MIDAS GTS, DIANA, PLAXIS, FLAC, Rocscience ...

Мeтод на крайните елементи



II. ОСНОВНИ УРАВНЕНИЯ (1-3)

Мeтод на крайните елементи
Неизвестни компоненти НДС:

Уравнения на равновесието:

Геометрични уравнения(КОШИ):

Физически уравнения(закон на ХУК):

където:

= обемни сили

(1)

(2)

(3)

(4)



II. ОСНОВНИ УРАВНЕНИЯ (2-3)

Мeтод на крайните елементи
Алгоритъм за решение на задачата на ЛТЕ:

(Метод на преместванията)
► Приемат се за основни неизвестни преместванията на

точка от еластичното тяло: u=f1(x,y,z); v=f2(x,y,z); w=f3(x,y,z); 
► Напреженията се изразяват чрез преместванията, т.е.

геометричните уравнения (3) се поставят във физическите
уравнения (4);

► Получените изрази се заместват в уравненията на
равновесието (2) и се получава система от три уравнения с три
неизвестни - преместванията на  точката по оси x, y, z;

► Решава се системата от три уравнения с три неизвестни
и с това се определят преместванията на  точката по оси x, y, z.

МЕТОД НА ПРЕМЕСТВАНИЯТА                МЕТОД НА КРАЙНИТЕ ЕЛЕМЕНТИ



II. ОСНОВНИ УРАВНЕНИЯ (3-3)

Мeтод на крайните елементи

► Пружинна аналогия: K – пружинна константа;
x – преместване;
F – товар (сила).

3

4

..8
.
Dn
dGK =

► Основно уравнение на МКЕ:



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 СЪЗДАВАНЕ НА ИДЕАЛИЗИРАН МОДЕЛ НА СИСТЕМАТА 
ИНЖЕНЕРНО СЪОРЪЖЕНИЕ – ЗЕМНА (СКАЛНА) ОСНОВА

 ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НА СИСТЕМАТА ЧРЕЗ КРАЙНИ ЕЛЕМЕНТИ

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОРАВИНАТА НА СИСТЕМАТА

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ВЕКТОРА НА НАТОВАРВАНЕТО и ПРИЛАГАНЕ на
ГРАНИЧНИ УСЛОВИЯ

 РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМАТА ЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОМПОНЕНТИТЕ НА НДС

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 СЪЗДАВАНЕ НА ИДЕАЛИЗИРАН МОДЕЛ НА СИСТЕМАТА 
ИНЖЕНЕРНО СЪОРЪЖЕНИЕ – ЗЕМНА (СКАЛНА) ОСНОВА



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НА СИСТЕМАТА ЧРЕЗ КРАЙНИ ЕЛЕМЕНТИ (1-4)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НА СИСТЕМАТА ЧРЕЗ КРАЙНИ ЕЛЕМЕНТИ (2-4)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НА СИСТЕМАТА ЧРЕЗ КРАЙНИ ЕЛЕМЕНТИ (3-4)

Aspect Ratio:

~ 1     Отлично
= 1÷2 Мн. добре
= 2÷3 Добре
= 3÷5 Задовол.

= 5÷10 Приемливо
> 10 Неприемливо



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НА СИСТЕМАТА ЧРЕЗ КРАЙНИ ЕЛЕМЕНТИ (4-4)
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III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОРАВИНАТА НА СИСТЕМАТА

където: [K] - матрица на коравината на системата;
{u} - вектор на преместванията на възлите от

системата;
{F} - вектор на натоварването върху системата.

[ ] [ ] [ ][ ]dVBDBK
eV

Te ∫=

Mатрица на коравината на един краен елемент:

(1-3)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОРАВИНАТА НА СИСТЕМАТА
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(2-3)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОРАВИНАТА НА СИСТЕМАТА
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III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ
Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ВЕКТОРА НА НАТОВАРВАНЕТО и ПРИЛАГАНЕ на
ГРАНИЧНИ УСЛОВИЯ

►ВЕКТОР НА НАТОВАРВАНЕТО
●обемни сили { Pv } с комп. Pvx, Pvy, Pvz по оси x, y, z:   {Pv} = {Pvx Pvy Pvz}T

●повърхнинни сили { Ps} с компоненти Psx, Psy, Psz {Ps} = {Psx Psy Psz}T

●концентрирани сили { Pc} с компоненти Pcx, Pcy, Pcz {Pc} = {Pcx Pcy Pcz}T

● начални деформации 

● начални напрежения

Вектор на натоварването за един краен елемент:



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ
Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ВЕКТОРА НА НАТОВАРВАНЕТО и ПРИЛАГАНЕ на
ГРАНИЧНИ УСЛОВИЯ

► ГРАНИЧНИ УСЛОВИЯ



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ
Мeтод на крайните елементи

 РЕШАВАНЕ НА СИСТЕМАТА ЛИНЕЙНИ УРАВНЕНИЯ



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ
Мeтод на крайните елементи

 ОПРЕДЕЛЯНЕ НА КОМПОНЕНТИТЕ НА НДС

σ1, σ2, σ3.

{ } [ ]{ }uB=ε

{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }uBDD == εσ

{σ}={σx σy σz τxy τyz τzx}T

{ }u

{ }u

{ }ε

{σ}



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА          (1-6)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА (2-6)

Вертикални премествания по време на строителството



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА (3-6)

Хоризонтални премествания на стената само от завиряване 
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  Ксиг за хлъзгателни повърхнини през през основната стъпка



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА (4-6)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА (5-6)



III. ОСНОВНИ ЕТАПИ НА РЕАЛИЗАЦИЯ

Мeтод на крайните елементи

ИЗОБРАЗЯВАНЕ НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОТ ИЗЧИСЛЕНИЯТА (6-6)



IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи

ОСОБЕНОСТИ

● Морфологична нелинейност (етапност на изграждане)

● Пластично (вискозо-пластично) поведение на материалите
● Деформационни  характеристики, функция на напреженията
● Филтрация и консолидация
● Термонапрегнато състояние
● Пасивни и предварително напрегнати анкери
● Системи пукнатини в скалния масив
● Сеизмично натоварване



IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи



IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи
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IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи
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IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи

Зависимост “НАПРЕЖЕНИЯ – ДЕФОРМАЦИИ”



IV. МКЕ В ГЕОТЕХНИКАТА И ХИДРОТЕХНИКАТА

Мeтод на крайните елементи

Зависимост “НАПРЕЖЕНИЯ – ДЕФОРМАЦИИ”



{ε} = {εe} + {εvp} + {ε о } (3.17)

{ε} = {εe} + {εvp} (3.18)

{εe} = {ε} - {εvp} (3.19)

{σ} = [D].{εe} (3.20)

{σ} = [D].{ ε } - [D].{εvp} (3.21)

(3.22){ } [ ] { } [ ] { }
dt

dD
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